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The Dependence of the Expectation Value *) of H-atoms on the Number 
and Optimization of the GTO-functions

It has been shown that the number of GTO-functions on each H-atom has no remarkable in­
fluence on the expectation value (Ä-1) — and therefore on the chemical shift — when the GTO- 
functions are energy optimized. An alteration of the GTO-functions leads to a fluctuation which is 
relatively insignificant if three s-functions are used for each H-atom.

In einer früheren Arbeit1 wurden Methoden zur 
Berechnung der chemischen Verschiebung an H-Ato- 
men angegeben, die unter den gegebenen Bedingun­
gen recht gute Ergebnisse lieferten. In diesem Zu­
sammenhang ist es nun von einigem Interesse, die 
Abhängigkeit des Erwartungswertes von der
Anzahl und Auswahl der Basisfunktionen für die 
H-Atome zu diskutieren. Der Erwartungswert (R_1) 
stellt definitionsgemäß den Abstand der Elektronen 
vom Kern dar und bildet in der Formel

öDia: 3 mc2 (R-1\ 2

ein Maß für den diamagnetischen Anteil der chemi­
schen Verschiebung. Unter Berücksichtigung der Tat­
sache, daß der diamagnetische Anteil der Verschie­
bung für H-Atome der ausschlaggebende Term der 
Gesamtverschiebung ist, erscheint die Diskussion sei­
ner Beeinflussung von der Wahl der Basisfunktionen 
sinnvoll und notwendig.

Zielsetzung

Zwei Wege stehen zur Auswahl, um Einblick über 
die Beeinflussung des Erwartungswertes 
durch die Basisfunktionen zu erhalten. Ersterer soll 
die Abhängigkeit des Erwartungswertes von der 
sich vergrößernden Basis am H-Atom aufzeigen, 
während in einer zweiten Untersuchung allfällige 
Einflüsse der C-Atom-Basis bei Verwendung einer 
energieoptimierten H-Atom-Basis diskutiert werden. 
Am Schluß soll durch eine Fehlerrechnung der Ein-
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fluß der Basiswahl auf die zu berechnenden Größen 
und oDia abgeschätzt werden.

Berechnungen

Als Modellmolekül für die erwähnten Untersu­
chungen wurde Acetylen gewählt. Eine in bezug auf 
die Exponenten der Basisfunktionen 3 an den H-Ato- 
men durchgeführte Optimierung des Energieeigen­
wertes schaffte die Vergleichsbasis. Die Ergebnisse 
dieser Rechnungen4 sind in der Tab. 1 zusammen­
gefaßt.

Tab. 1. Ergebnisse der Rechnungen.

Basis Energie <Ä-*>

4s, p, ls 
4s, p, 2s 
4s, p, 3s 
7s, 3p, ls 
7s, 3p, 2s 
7s, 3p, 3s 
9s, 3p, ls 
9s, 3p, 2s 
9s, 3p, 3s

-74,358164
-74,4465
-74,480967
-76,629574
-76,64198
-76,662844
-76,71884
-76,73931
-76,756814

5,54985
5,558
5,59806
5,508242
5,527825
5,562014
5,501305
5,52212
5,549225

Diskussion der Ergebnisse

Aus diesen Ergebnissen kann man einige interes­
sante Schlüsse für die Auswahl der Basisfunktionen 
ziehen, wenn man sie zur Berechnung des Erwar­
tungswertes (R~1) heranziehen möchte. Wie man 
der Tab. 1 entnehmen kann, sind die Differenzen 
zwischen den mit unterschiedlich großen energieopti­
mierten Basissätzen (3s, 2s, ls) berechneten Erwar­
tungswerten so gering, daß sie, wie in der Fehler­
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rechnung am Schluß der Arbeit noch gezeigt wird, 
die daraus berechneten chemischen Verschiebungen 
nur unwesentlich beeinflussen.

Ein weiterer Punkt, der von einigem Interesse ist, 
ist das Verhalten des Erwartungswertes bei Ände­
rung des Exponenten der H-Atom-Basisfunktionen 
im Bereich des Energieminimums. Als entscheidende 
Größe für die Untersuchung dieses Verhaltens wird 
die Schwankung des Erwartungswertes im Intervall 
[(»?opt + 0 ,l), (^opt-O J)] bei Verwendung unter­
schiedlicher Basissätze am H-Atom herangezogen. 
Zur Ermittlung der Schwankung S wurde derjenige 
Exponent der H-Atom-Basisfunktion verwendet, der 
die größte Änderung im Energieerwartungswert her­
vorruft. Das Ergebnis ist aus Tab. 2 und Abb. 1 zu 
ersehen.

Hier zeigt sich, wie erwartet werden konnte, daß 
bei einer H-Atom-Basisfunktion der Erwartungswert

Tab. 2. Ermittlung der Schwankung S.

Basis V <Ä-»> 5

4s, p, ls Vopt —0,605
0,5 
0,6 
0,7

5,502831 
5,548078 
5,576749

0,074

4s, p, 2s ^l.opt = 
V2 =

0,201 
1,341

0,1
0,2 
0,3

5,532447 
5,558821 
5,587391

0,055

4s, p, 3s
VI = 

opt = 
VS =

0,117 
0,658 
4,24

0,55 
0,65 
0,75

5,588142 
5,598058 
5,598952

0,011

.02

Anzahl der H-Atom-Basisfunktionen

wesentlich empfindlicher auf eine Änderung des Ex­
ponenten reagiert, als bei zwei oder mehreren Funk­
tionen am H-Atom.

Von weiterem Interesse ist das Verhalten des Er­
wartungswertes bei Verwendung einer oder 
mehrerer konstanter und einer variablen Funktion. 
Die konstanten Funktionen stammen dabei aus einem 
energieoptimierten Funktionssatz. Die bei zwei Ba­
sisfunktionen — eine konstant und eine variabel — 
erhaltenen Ergebnisse sind in Tab. 3 und Abb. 2 
dargestellt.

Tab. 3.

?;2 = const = l,341 const = 0,201
Vi (R -1) V2 <Ä"»>

0,1 5,5325 1,2 5,5564
0,2 5,5588 1,3 5,5592
0,3 5,5874 1,4 5,5595

Abb. 1. Darstellung der Schwankung 5 des Erwartungswer­
tes (R~1) in Abhängigkeit von der Zahl der Funktionen 

am H-Atom.

Daraus läßt sich schließen, daß man auf die Opti­
mierung der zweiten Funktion ohne weiteres ver­
zichten kann, wenn man die Funktion mit der größ­
ten Gewichtung energieoptimiert hat. Zum gleichen 
Ergebnis gelangt man audi bei Verwendung von drei 
Basisfunktionen.

Es läßt sich nun der Schluß ziehen, daß zur Be­
rechnung des Erwartungswertes ohne weiteres schon 
kleine Basissätze genügen, daß aber, wenn nur eine 
Funktion am H-Atom angenommen wird, diese in 
bezug auf die Energie optimiert werden muß.

Fehlerabschätzung

Aus einer Regressionsrechnung1 wurde für die 
Berechnung von unter Vernachlässigung der 
Nachbargruppeneinflüsse folgende Gleichung erhal­
ten:

a = — 6,8 , 6 = 1,33. 

Eine Fehlerrechnung ergibt für den Fehler von <5h :
AdE = bA ( /T 1) .

Beredinet man aus den Erwartungswerten, die mit 
den verschiedenen Basen erhalten worden sind, den 
Mittelwert, so ergibt sich dafür 5,541849 [at. E.] 
und für die Standardabweichung + 0,03022 [at. E .]. 
Der mit Hilfe dieser Standardabweichung berechnete 
Fehler ergibt sich zu 0,0402 [ppm].
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Abb. 2. Abhängigkeit des Erwartungswertes (R J). Der Exponent einer Funktion für das H-Atom wird konstant ge­
halten, der zweite wird variiert.

Daraus sieht man, daß der Fehler, der bei der 
Wahl verschiedener Basen entstehen kann, keinen 
Einfluß auf den zu berechnenden Shift hat, da die 
Standardabweichung aus der Regressionsrechnung 
mit 1,78 [ppm] wesentlich höher liegt.

Eine wesentlich exaktere Aussage über den Ein­
fluß der Basis auf die chemischen Verschiebungen 
erhält man aus der Differenz der diamagnetischen 
Abschirmungskonstanten zweier H-Atome, die in 
verschiedenen Molekülen vorkommen. Konkret wur­
den im folgenden die Abschirmungskonstanten für 
das H-Atom im Acetylen und für das H-Atom im 
Fluoracetylen berechnet.

e2Aus aDia= ----- - (R 1)
Smc*

erhält man
öAcetylen = 1?^  x 5543 = (9343 ± q 54) [ppmj ?

und mit (R~x) = 6,72 [at. E.] für das H-Atom im 
Fluoracetylen ergibt sich

F̂luoracetylen = 17,77 X 6,72 
Dia = (119,41 + 0,54) [ppm] .

Die Differenz der beiden Konstanten ist Ao = 
(20,93 ± 1,08) [ppm] oder 20,98 [ppm] ±  5,16%. 
Ein Vergleich dieses Wertes mit der experimentellen 
Differenz der beiden chemischen Verschiebungen, die 
0,93 [ppm] ±11,0% beträgt, zeigt, daß der Fehler, 
begangen durch eine Basiswahl — im skizzierten 
Rahmen — kleiner als der Meßfehler ist.
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